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Resumo: Este artigo contrasta, de um ponto de vista historico, os modos de pensar a formalizagao
da logica que estdo presentes em G. Boole e G. Frege - e que remetem, respectivamente, para a
ideia de matematizagdo da logica e para a ideia de logificacdo (da matematica). As diferentes
perspectivas destes dois autores t€ém profundas repercussdes no modo contemporaneo de reflectir
sobre a natureza formal da logica. Conclui-se apontando a diferenca de posi¢des em que um
booleano e um fregeano se encontram relativamente a nogao de validade, bem como a dificuldade
- para um fregeano - de formular a questdo filosofica sobre a prioridade de uma nogdo semantica
ou de uma nogdo sintactica de validade tal como estas nogdes se apresentam no ambito da
metalogica.

Abstract: This article contrasts, from a historical point of view, the attempts at the formalization
of logic that can be found in G. Boole and G. Frege, and which are associated respectively with the
idea of a mathematization of logic and with the idea of a logification (of mathematics). The
different approaches of these two authors have profound repercussions in how the formal nature of
logic is conceived today. The article concludes by pointing out the different positions in which a
boolean and a fregean find themselves in when considering the notion of validity and also the
difficulty - for a fregean - of formulating the philosophical question about the priority of a
semantic or syntactic notion of validity as these notions present themselves from a metalogical
point of view.
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Em meados do século XIX, George Boole teve a ideia de levar a
cabo a matematizagdo da ldgica — ou da racionalidade tal como ela era
entdo encarada na area a que se chama, ainda hoje ¢ no seguimento de
Aristoteles, Logica. A ideia conduziu Boole a escrever essencialmente
dois livros. O primeiro, de 1847, tem por titulo The Mathematical
Analysis of Logic, Being an Essay towards a Calculus of Deductive
Reasoning [MAL]; o segundo, publicado em 1854, An Investigation of
the Laws of Thought on which are Founded the Mathematical Theories
of Logic and Probabilities [LT]. Nos dois casos, a concretizagdo da
ideia de matematizacdo da logica assume uma forma algébrica — de
acordo com a qual Boole falou, desde logo, de uma algebra da logica
(LT, pp. 37-38) e, depois, passou a falar-se também de algebra(s)
booleana(s) ou, mais geralmente e hoje em dia, de uma légica algébrica.
Esta concretizagdo da ideia contrasta — parcialmente — com as tentativas
de matematizagdo da logica que assumiam uma forma geométrica em
Gottfried Leibniz, Leonhard Euler e Joseph D. Gergonne mas que
culminaram, por confluéncia com o trabalho desenvolvido por Boole,
em John Venn e de modo muito mais rico nas investigacdes ldgicas de
Charles S. Peirce.

A propria ideia de uma matematizacao da logica, porém, contrasta
— radicalmente — com a ideia de logificacdo da matematica que esta
presente em Gottlob Frege. O primeiro livro de Frege foi publicado em
1879 com o titulo Begriffsschrifi, eine der arithmetischen nachgebildet
Formelsprache das reinen Denkens [BS], i. e. “notagdo (ou escrita)
conceptual (ou, ainda, ideografia) — uma linguagem formal (ou, mais
literalmente, uma linguagem de foérmulas) para o pensamento puro
construida como a (ou a imagem da) aritmética (ou, de modo muito
mais revelador, segundo o modelo proporcionado pela (linguagem da
aritmética)”. A tentativa de concretizagdo da ideia de Frege assenta na
invengdo de uma nova logica — ou numa quase completa renovagao da
anterior imagem da racionalidade pela articulag@o desta ultima com um
avanco decisivo na propria Logica (BS, p. 7). Sob clara inspira¢do
leibniziana (BS, pp. 6-7), Frege propds-se assim criar uma logica capaz
de aparecer simultaneamente como uma (lingua) characteristica
universalis € como um calculus ratiocinator que abrangesse aqueles
fendmenos tratados no dmbito da 16gica anterior, mas também capaz de
revelar (ou, simplesmente, de tornar imaginavel) o caracter 16gico dos
conceitos da matematica pura — tal como sejam, por exemplo e em
primeira instancia, os conceitos aritméticos de ordem numa série e de
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nimero. Sem pensar nas vicissitudes que atingiram este Gltimo aspecto
— o aspecto conceptual ¢ propriamente logicista — das posi¢des de
Frege, parece razodvel considerar que a distingdo rigida entre a
justificagdo ¢ a descoberta de uma verdade (BS, p. 5) ¢ solidaria em
Frege da ideia de uma logificacdo generalizada do saber (BS, p. 7):
«..we can with the greatest expectation of success proceed to fill the
gaps in the existing formula languages, connect their hitherto separated
fields into a single domain, and extend this domain to include fields that
up to now have lacked such a language.» Deste ponto de vista, ndo ¢é de
admirar muito que Frege (BS, p. 7) se revelasse confiante no facto de
que a sua ideografia podia ser «...successfully used wherever special
value must be placed on the validity of proofs» — em qualquer lugar ou
contexto, quer se tratasse de lugares ou contextos matematicos, quer se
tratasse de lugares ou contextos ndo matematicos. Também se
compreende bem que Frege tivesse que pensar sempre na sua logica
como universal — no sentido em que essa logica devia servir para
esclarecer o que é uma prova quaisquer que fossem os objectos ai em
causa. De acordo com isto, a logica apresentada por Frege no BS ndo
possui entdo, para além de trés fungdes (propriamente) logicas que
correspondem a negagdo, a condicionalizagdo e a quantificagdo
universal, sendo varidveis. Estas varidveis podem ser varidveis
proposicionais, notacionalmente assimiladas por Frege a nomes (de
objectos) arbitrarios, variaveis funcionais (para conceitos arbitrarios)
autorizando uma quantificagdo pelo menos de segunda ordem ou, claro,
variaveis individuais para absolutamente todos os objectos — ou para
um objecto qualquer da totalidade de objectos que hd — e ndo para
objectos deste ou daquele tipo especifico.

O modo de pensar de Frege contrasta com a ideia avangada por
Boole (LT, p. 42) no momento em que retomava a no¢ao de universo
do discurso ja antes usada por Augustus De Morgan: «In every
discourse, whether of the mind conversing with its own thoughts, or of
the individual in his intercourse with others, there is an assumed or
expressed limit within which the subjects of its operation are confined.
The most unfettered discourse is that in which the words we use are
understood in the widest possible application, and for them the limits of
discourse are co-extensive with those of the universe itself. But more
usually we confine ourselves to a less spacious field.» Pode certamente
pensar-se que assim como a universalidade (fregeana) — presente, antes
de mais, em “para todo o x ...” — faz (pelo menos) sentido para Boole,
também acaba por ser relativamente facil proporcionar um sentido para
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a nocdo (booleana) de universo do discurso no ambito da logica de
Frege — por meio de “para todo o x, se X estd em u, entdo ...”. Porém, o
ponto ¢ aqui apenas o de que Frege julgou completamente dispensavel o
modo — relativizado, dir-se-ia — de pensar sobre a racionalidade que a
afirmagao de Boole exemplifica e que, alias, Frege também reprovou na
concretizacdo de alguns pontos do programa da metamatematica que
David Hilbert tentava levar a cabo. De facto, este ponto ndo é mais que
uma das varias maneiras de compreender por que razdo Frege pdde
afirmar que a sua logica — ao contrario da logica de Boole ¢ de Erwin
Schréder, um dos seguidores directos de Boole — ndo era apenas (ou
ndo era meramente) um calculus ratiocinator.

Pode também pensar-se que Frege tinha o objectivo de fornecer
uma analise da nogdo de prova — independentemente da universalidade
da logica especifica com base na qual essa analise se desenvolveria ou,
de um modo similar, independentemente da adequacdo (ou
desadequagdo) da imagem da racionalidade que a universalidade (ou a
falta de universalidade) na propria Logica poderia entdo impor. No que
respeita a esse ponto, acontece que os desenvolvimentos posteriores
revelaram o quanto Frege estava proximo da verdade ao manifestar a
confianga que efectivamente manifestou nos poderes da sua logica — ou,
mais exactamente, nos poderes daquela parte da sua logica que é hoje
conhecida como Loégica de Primeira Ordem com Identidade. Ainda
assim, parece razoavel pensar que uma tal aproximacdo a verdade
prolonga algumas ideias que ja estavam presentes em Boole — e pensar,
além disso, que uma das mais salientes consequéncias dessa
aproximagdo a verdade se encontra ligada a uma espécie de falhanco
nos propdsitos mais estritamente leibnizianos de Frege. Por um lado,
parece dever-se a Boole a distingdo entre uma perspectiva sintactica e
uma perspectiva semantica do funcionamento das linguagens logicas
(pelo menos) — muito similar a distingdo entre essas duas perspectivas
que ¢ absolutamente essencial quando se pensa na actual metalogica.
Por outro lado, pode-se considerar que qualquer analise da nogdo de
prova — assim como a discussdo da relevancia de uma qualquer prova
que, por exemplo, recorra a Logica de Primeira Ordem com Identidade
— acaba por envolver alguns resultados provenientes da metaldgica, mas
que sdo estranhos a uma logica concebida simultaneamente como uma
(lingua) characteristica universalis e um calculus ratiocinator. Deste
ponto de vista, o uso de muitos processos cuja natureza deve ser
encarada como matematica — no dmbito da metaldgica desenvolvida
desde a terceira década do século XX — constitui uma espécie de
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recuperacdo (pelo menos) historica da ideia de matematizagdo da
logica.

2

Em Boole, a ideia de matematizagdo da logica tem por base —
explicitamente e desde o primeiro paragrafo de MAL — a atribuigao de
uma importancia fundamental a determinado principio cuja origem
remonta a dois matematicos contemporianeos de Boole: Gregory
Peacock (o criador da chamada Algebra Simbélica) e Duncan F.
Gregory (que alargou algumas ideias de Peacock ao ambito da Analise).
Na formulacdo adoptada por Boole (MAL, p. 3), o principio combina
dois aspectos dos processos matematicos — ou, de modo mais exacto e
atendendo ao trabalho desenvolvido por Peacock e Gregory,
respectivamente de uma parte importante dos processos algébricos e
dos processos analiticos. De acordo com o primeiro aspecto, o0s
processos ai em causa sdo processos simbolicos — no sentido em que a
natureza (ou, como diz Boole, a validade) de tais processos depende das
leis que regulam o uso dos simbolos (ditas, por Boole, leis de
combinac¢do) e ndo da interpretacdo desses simbolos; o segundo aspecto
do principio, por sua vez, consagra a possibilidade de haver varias
interpretacdes de tais processos simbolicos — todas elas igualmente
admissiveis na condi¢do de serem conservadas as leis (ou, nas palavras
de Boole, a verdade das leis) que regulam os simbolos.

Atendendo ao facto de que os simbolos a que Boole se refere sdo
para ser encarados, de acordo com o primeiro aspecto do principio,
como formas arbitrariamente fixadas — ignorando-se o sentido, em
geral, que tais formas tenham — e dada a exigéncia de invaridncia
incluida no segundo aspecto do principio, este principio pode ser dito
principio de invaridncia da forma. Além disso e recorrendo a uma
terminologia que na época comecava a ser usada no ambito da
linguistica, pode-se ainda pensar de imediato que os dois aspectos do
principio suscitam — respectivamente — uma abordagem sintactica e
uma abordagem semantica das linguagens artificiais a que Boole chama
simbolicas.” De qualquer modo, o problema de que Boole trata — ap6s a

? Estas linguagens simbdlicas tém um papel crucial na parte final da introdugio a MAL
quando esta em causa a posi¢do de Boole sobre trés temas: o tema do progresso cientifico
em geral e ndo apenas no ambito da matematica ou — mais incipientemente do que na
matematica (MAL, p. 11) — no ambito da logica tradicional; o tema dos poderes do
intelecto humano, particularmente no que respeita a manutencdo de um (relativo)
optimismo sobre o seu uso teodrico e pratico (MAL, pp. 10, 14); o tema das relagdes entre
a matematica, a logica e a filosofia — de cuja discussdo resulta a célebre associagdo da
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formulagdo do proprio principio de invaridncia da forma — é o da
importancia desse principio. Para Boole (MAL, p. 3) ha ai um problema
pela simples razao de que «...the full recognition of the consequences of
this important doctrine has been, in some measure, retarded by
accidental circumstances.» Eis a especificagdo destas circunstancias
historicas (ou acidentais) tal como Boole (MAL, pp. 3-4) a efectua: «It
has happened in every known form of analysis, that the elements to be
determined have been conceived as measurable by comparison with
some fixed standard. The predominant idea has been that of magnitude,
or, more strictly, of numerical ratio. The expression of magnitude, or of
operations upon magnitude, has been the express object for which the
symbols of Analysis [“not less than the ostensive diagrams of ancient
geometry” (p. 4)] have been invented, and for which their laws have
been investigated.»

A passagem ¢ relevante por duas razdes principais. Em primeiro
lugar, Boole parece reconhecer ai como pouco razoavel a suposig¢do de
que na origem — histérica — de uma linguagem simbodlica ndo se
encontre uma qualquer interpretacdo especifica dessa linguagem. Deste
ponto de vista historico, a ligacdo entre os dois aspectos do principio de
invariancia da forma é evidentemente um facto assinalavel. Note-se
que, para Boole, o desenvolvimento (ou, mais literalmente, os avangos)
— e ja ndo apenas a origem — da matematica envolve a possibilidade de
haver varias interpretagdes das linguagens simbdlicas. Isto explica que
os exemplos de Boole (MAL, p. 3), logo ap6s a formulagdo do segundo
aspecto do principio de invaridncia da forma, assinalem a relagdo da
algebra com questdes aritméticas (sobre propriedades dos numeros) ou
com a analise (com problemas dindmicos ou 6pticos) e a geometria (por
via, pelo menos, da geometria analitica). Em segundo lugar, a passagem
¢ relevante por permitir a Boole articular a questdo da importancia —
realmente fundamental, dir-se-ia — do principio de invaridncia da forma
com a critica de uma certa concepgdo acerca da matematica. Escreve
Boole (MAL, p. 4): «The consideration of that view which has already
been stated, as embodying the true principle [o principio de invaridncia
da forma] of the Algebra of Symbols, would, however, lead us to infer
that this conclusion [“the notion that Mathematics are essentially, as
well as actually, the Science of Magnitude”, numa formulagdo
imediatamente anterior] is by no means necessary.»

A critica de Boole (MAL, p. 4) comega por colocar na base da

l6gica a matematica, mais do que a filosofia (MAL, pp. 10-13).
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concepgdo estritamente numérica da matematica um determinado
raciocinio — ou, de maneira muito mais precisa, um raciocinio de tipo
indutivo: «If every existing interpretation is shewn to involve the idea
of magnitude, it is only by induction that we can assert that no other
interpretation is possible.» Isto explica, desde logo, o facto de Boole
ndo considerar necessaria uma tal concepg¢do. O defeito maior do
raciocinio ¢, no entanto, o de que ele recorre — para conceber a
matematica como uma ciéncia estritamente numérica — apenas a
experiéncia histérica. Numa primeira objeccdo directa a esta
componente do raciocinio, Boole (MAL, p. 4) nota simplesmente o
seguinte: «The history of pure Analysis is, it may be said, too recent to
permit us to set limits to the extent of its application.»

Uma segunda e mais profunda objec¢do ¢ a de que o raciocinio
procede a uma sobrevalorizacdo da ligagcdo entre os dois aspectos do
principio de invariancia da forma. A este proposito, Boole (MAL, p. 4)
observa entdo que mesmo que a diversidade de interpretacdes
numéricas seja encarada como uma condigdo historica da origem e do
desenvolvimento das linguagens simbolicas em matematica
(nomeadamente na algebra, na analise e na geometria), tais
interpretacdes numéricas ndo correspondem a qualquer estado
definitivo da matematica — nem se pode assumir que elas constituam
uma auténtica condi¢do de existéncia (uma condi¢do universal, como
diz Boole) da matematica. Regressando ao modo como inicialmente o
problema foi colocado, a predominéncia e o sucesso das interpretagdes
numéricas das linguagens simbolicas apenas conseguiu protelar o
reconhecimento de todas as consequéncias do principio de invaridncia
da forma — impondo, a0 mesmo tempo (MAL, p. 4), «...the notion that
Mathematics are essentially, as actually, the science of magnitude.»

Neste preciso momento, a estratégia de Boole radicaliza-se — e
acaba por revelar aquela que ¢ talvez a maior novidade do seu
pensamento. Boole esta disposto a supor (MAL, p. 4) que o anterior
raciocinio indutivo € (provavelmente) legitimo — para, logo de seguida,
reafirmar a suficiéncia teorica de uma certa defini¢do a que o principio
de invariancia da forma conduz. Trata-se da defini¢do daquilo que é um
calculo — escrevendo, agora, Boole (MAL, p. 4) que o principio de
invaridncia da forma por si s6 assegura «...the definitive character of a
true Calculus, that it is a method resting upon the employment of
Symbols, whose laws of combination are known and general, and
whose results admit of a consistent interpretation.» A novidade em
causa ¢ evidentemente a ideia de que diante de uma linguagem
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simbolica — ou, melhor, depois de efectuada a identificagdo do
(verdadeiro) calculo associado ao emprego (metddico) dos simbolos
dessa linguagem — nada pode impedir a tentativa de desenvolver uma
interpretacdo alternativa a qualquer uma das interpretagdes ja existentes
dessa mesma linguagem. Note-se que esta ideia concretiza uma
determinada observacdo efectuada alguns anos antes por Peacock. De
acordo com essa observagdo de Peacock, as questdes de interpretagdo
poderiam ser posteriores — e ndo preceder — as questdes relativas aos
simbolos eles proprios.

Segue-se a formulag@o do objectivo de Boole (MAL, p. 4): «It is
upon this general principle [o principio de invaridncia da forma], that I
purpose to establish the Calculus of Logic, and that I claim for it a place
among the acknowledged forms of Mathematical Analysis, regardless
that in its object [“the human intellect”, um pouco adiante (MAL, 7) e
isso ainda que o objecto imediato de exame possa também ser (um)a
linguagem natural (LT, p. 24)] and in its instruments [métodos ou
procedimentos] it must at present stand alone.» Um pouco apos a
publicacdo de MAL — em carta dirigida a Arthur Cayley — Boole
(George Boole—Selected Manuscripts on Logic and its Philosophy, pp.
191-192) retomou a distingdo entre os dois aspectos do principio de
invaridncia da forma para salientar que ao pretender que certas
operagdes da algebra (elementar) vigoram no seu calculo légico, «...I
mean of course the symbolical operations — those which depend upon
laws of combination, not upon interpretation.» Numa outra passagem
que integraria o seu terceiro livro de logica (nunca terminado) e antes
de realgar outra vez a independéncia — literalmente ¢ até certo ponto —
dos dois aspectos do principio de invaridncia, Boole (George Boole—
Selected Manuscripts on Logic and its Philosophy, p. 148) escreve:
«...generally if any system of symbols subject to formal laws express
thought under conditions of interpretation ... the conditions of
interpretation do not impose any necessary restriction upon the
processes [métodos ou instrumentos] which the formal laws sanction.»

Assim e em primeiro lugar, tem-se que aquilo que Boole chama o
seu calculo légico ndo pode ser pensado como uma linguagem
simbdlica criada mais ou menos a partir do nada — ou a parte da
matematica. A concretizacdo do objectivo de Boole apenas se deixa
apreender a partir da possibilidade, suscitada pelo principio de
invariancia da forma ele proprio, de haver uma nova interpretacio para
a algebra — ou, mais precisamente, para uma parte (elementar) da
algebra. Por sua vez ¢ dado que a algebra ¢ ja encarada como uma
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linguagem simbolica, o calculo logico de Boole aparece aos seus
proprios olhos como uma particular re-interpretagdo — historicamente,
pelo menos, enquadrada por interpretagdes anteriores — de um célculo
(no sentido definido por Boole a partir, mais uma vez, do principio de
invaridncia da forma) cuja proveniéncia (pelo menos) ¢ algébrica. Para
além disso e em completo acordo com o ponto revelado pela expressao
usada pelo proprio Boole em LT (pp. 37-38), os desenvolvimentos
historicos posteriores tornaram habitual pensar que o calculo légico de
Boole ¢ (possui, agora, a natureza de) uma algebra — a qual se diz
booleana, por vezes, mas de maneira ndo muito rigorosa atentando no
préprio calculo usado por Boole. Eis uma caracterizacdo parcial desse
calculo (tal como ele se apresenta em LT) por meio de onze leis —
muitas vezes ditas leis do pensamento tanto em LT, como em MAL —
ou axiomas:

(1) XY=yX ;

(i1) X+Hy=y+x ;

(i)  x(yz)=(xy)z ;

(iv) x+H(ytz)=(xty)tz ;

) X(y+z)=xy+xz ;
(vi) X(y-2)=Xy—XZ ;
(vii) Ix=x;
(viii)  0x=0;

(ix) x(1-x)=0 ;
x) x+H(1—=x)=1;
(xi) XX=X .

Note-se que (ix), (x) e (xi) ndo sdo leis de combinagdo no sentido
anteriormente intencionado por Boole pois dependem da interpretagdo
de 1 como (um) universo do discurso, 0 como nada (a classe vazia) e x
como uma classe qualquer (que tem em 1-—x a classe sua
complementar). Além disso e se quiser pensar-se nos termos da actual
algebra booleana, o mais notério €, talvez ¢ por um lado, a auséncia de
uma lei da dualidade similar a (xi) para + mas, também ou por outro
lado, que disso ndo se segue que o célculo de Boole seja incapaz de
representar por exemplo a unido e a diferenca simétrica entre classes.

Em segundo lugar, acontece que o recurso ao principio de
invariancia da forma ndo autoriza apenas a anterior re-interpretacdo — a
qual procede, em termos gerais, do numérico (algébrico, analitico ou
geométrico) para a Logica. O principio de invariancia da forma ¢
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igualmente crucial para uma outra re-interpretacdo que ocorre ja no
ambito da Logica, mas que so ¢ assinalada por Boole cerca de um ano
depois da publicagdo de MAL no artigo “The Calculus of Logic”. Sem
considerar os pormenores desta Gltima re-interpretagdo, o facto é que
ela fica concretizada no momento em que os simbolos do calculo de
Boole primeiramente elaborado para as proposi¢cdes categoéricas (na
terminologia de MAL e da tradi¢do aristotélica; para as proposi¢des
primarias ou concretas, na terminologia de LT) deixam de referir-se a
classes de objectos para se referirem aos valores de verdade verdadeiro
e falso — de modo a ter-se entdo um Unico calculo capaz de lidar
também com proposi¢des hipotéticas (na terminologia de MAL e da
tradigdo que remonta aos estdicos; com proposi¢cdes secundarias ou
abstractas, na terminologia de LT). Escreve Boole em “The Calculus of
Logic” (Studies in Logic and Probability, p. 140): «When we pass to
the consideration of hypothetical propositions, the same laws and the
same general axiom which ought perhaps also be regarded as a law
[trata-se aqui de uma espécie de meta-axioma — “equivalent operations
performed upon equivalent subjects produce equivalent results” (MAL,
p. 18) — visto, por um lado, como justificando quer a aplicagdo
(literalmente) da algebra a logica, quer o uso do simbolo = enquanto
unico simbolo relacional em Lobgica, e, por outro lado, como uma
espécie de principio bem mais fundamental (para a Ldgica) que o
tradicional dictum de omni et nullo], continue to prevail: the only
difference being that the subjects of thought are no longer classes of
objects, but cases of truth or falsehood of propositions.» Em LT — no
exacto momento em que inicia o tratamento das proposigdes
secundarias ou abstractas — Boole (LT, p. 159) escreve o seguinte: «The
investigation upon which we are entering will, in its general order and
progress, resemble that which we have already conducted. The two
inquiries differ as to the subjects of thought they recognise, not as to the
formal and scientific laws which they reveal, or the methods or
processes which are founded upon those laws.»’

* A ideia volta a ocorrer nos manuscritos destinados ao terceiro livro sobre logica de
Boole. Numa determinada passagem destes textos, Boole (George Boole — Selected
Manuscripts on Logic and its Philosophy, p. 153) escreve que alguns dos seus resultados
«...relate to thought as occupied about things but there is also a theory or doctrine of
thought as exercised upon propositions — just as in the common logic we have the
distinction between the logic of categoricals and that of hypotheticals. In all formal
respects however, these theories are the same. Only it is to be observed that the science of
the forms of thought as exercised about propositions, the fundamental conceptions of
truth and falsehood take the place of the fundamental conceptions of existence and non-
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3

Cerca de cem anos depois da publicagcio de MAL, comecava a
tornar-se evidente a diferenca entre a chegada a 16gica matematica que
Boole tinha concretizado em meados do século XIX e aquela outra
especifica forma de loégica matematica (ou logistica, como entdo era
comum dizer-se também) que surgiu apenas com o BS de Frege.

Ainda assim, uma analise da terminologia consolidada
precisamente desde meados do século XX para falar de linguagens
formais — em vez de linguagens simbolicas — permite realgar a novidade
do pensamento de Boole. Escreve Alonzo Church (Introduction to
Mathematical Logic, p. 48), de modo bastante similar ao usado por
Boole para formular o primeiro aspecto do principio de invaridncia da
forma — aquele aspecto que assegura as caracteristicas de um verdadeiro
calculo: «..we begin by setting up, in abstraction from all
considerations of meaning, the purely formal part of the language [cujo
estudo “...is called syntax” (p. 58)], so obtaining an uninterpreted
calculus or ... system.» A seguir, Church (Introduction to Mathematical
Logic, pp. 54, 55) complementa a anterior ideia e observa que, diante de
um tal «..system [“the purely formal part of the language™] ..., we still
do not have a formalized language until an interpretation is provided. ...
(This lead us to the subject of semantics.)» Por fim e um pouco adiante,
Church (Introduction to Mathematical Logic, p. 56) nota que a parte
puramente formal (ou sintactica) de uma linguagem formal pode ser
desenvolvida (ou estudada) com uma ou mais interpretagdes especificas
em vista — designada(s) entdo interpretagdo(des) principal(is) — mas

existence in the science of thought as exercised by things.» A terminologia usada por
Boole ¢ completamente coerente ¢ atendendo a esta Gltima passagem, bem como a
passagem de LT (p. 159) ja citada, tém-se

(1) leis formais que sdo as leis de combinagdo dos simbolos, as
quais Boole (MAL, p. 3) se refere para formular o primeiro aspecto do
principio de invariancia da forma,

(2) leis cientificas, agora reveladas no ambito de um certo
inquérito, teoria ou doutrina simbdlica que — de acordo agora com o segundo
aspecto do principio de invaridncia da forma — estd dependente de
interpretagdo (George Boole — Selected Manuscripts on Logic and its
Philosophy, pp. 191-192) ou expressa pensamento sob condi¢des de
interpretagdo (George Boole — Selected Manuscripts on Logic and its
Philosophy, p. 148)

(3) métodos ou procedimentos — ou instrumentos — fundados (LT,
p. 159) sobre essas leis.
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sempre «...retaining our freedom to employ any interpretation that may
be found useful.»

A distingao basica, para este modo de pensar, ¢ a distingdo entre
calculos (ou sistemas formais, numa designa¢do tomada aqui como
sinonima de “célculo”) interpretados e célculos (sistemas formais) ndo
interpretados. Nos proprios termos de Church, um célculo (sistema
formal) ¢ a parte puramente formal ou sintactica de uma linguagem
formal — cuja parte semantica, por sua vez, se deve a(s)
interpretacdo(des) fornecida(s) para esse calculo (sistema formal).
Note-se que este modo de pensar assegura uma generalidade para as
nogdes de célculo (sistema formal) e linguagem formal de acordo com a
qual nem todos os calculos (sistemas formais) e linguagens formais se
tém de encarar — por defini¢do — como caracteristicamente 1l6gicos. De
outro modo: a pretensdo de que um calculo (sistema formal) ¢ uma
logica depende dele ter uma interpretacdo susceptivel de conduzir a
resolugdo de problemas colocados pela validade de certos raciocinios.
Segue-se a descricdo efectuada por Church (Introduction to
Mathematical Logic, pp. 48-49) do desenvolvimento (ou estudo) de
uma linguagem formal a partir de um célculo (sistema formal).

Em primeiro lugar, tem de haver um conjunto (finito ou infinito,
mas sempre enumeravel) de simbolos primitivos — ao qual se chama
vocabulario ou, numa designacgdo que ¢ neste ponto preferivel, alfabeto:
«The vocabulary [alfabeto] of the language is specified by listing the
single symbols which are to be used. These are called the primitive
symbols, and are to be regarded as indivisible in the double sense that
(A) in setting up the language no use is made of any division of them
into parts and (B) any finite linear [ou, melhor, apenas normalmente
linear] sequence of primitive symbols can be regarded in only one way
as such a sequence of primitive symbols.»

Em segundo lugar, tem de poder-se decidir — de acordo com um
conjunto (finito) de regras de formagdo — que sequéncias (finitas) de
simbolos primitivos sdo para encarar como formulas ou, dispensando
agora qualquer abreviatura, como formulas bem formadas: «A finite
[normalmente] linear sequence of primitive symbols is called a formula.
And among the formulas, rules [“following [Rudolf] Carnap let us call
them the formation rules of the system” (p. 50)] are given by which
certain ones are designated as well-formed formulas (with the intention,
roughly speaking, that only the well-formed formulas are to be regarded
as being genuinely expressions of the language).»

Em terceiro lugar, pode ser especificado um certo conjunto (finito
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ou infinito, mas sempre enumeravel) das anteriores formulas bem
formadas — as quais se chama axiomas: «Then certain among the well-
formed formulas are laid down as axioms.» As férmulas bem formadas
que sdo axiomas de um calculo (sistema formal) podem encarar-se
como simplesmente dadas (num qualquer sentido que permanece aqui
indeterminado) ou como notaveis — num sentido que envolve a ligagdo
entre tais formulas bem formadas e outras féormulas bem formadas, as
quais se dara entdo o nome de teoremas, desse mesmo calculo (sistema
formal) ou num outro sentido que envolve imediatamente a(s)
interpretacao(des) principal(is) do calculo (sistema formal). Retomando
uma compreensao mais tradicional do termo “axioma” e atendendo ao
sentido no qual estdo envolvidas a(s) interpretacdo(des) principal(is) do
calculo (sistema formal), também pode pensar-se em verdades
(encaradas como) evidentes ou, atendendo de novo aos dois sentidos
distinguidos, respectivamente em formulas bem formadas fundamentais
e em verdades fundamentais. Note-se, agora e primeiro, a presenca de
axiomas em calculos (sistemas formais) associados a teorias
(matematicas) cuja origem e desenvolvimento historico dependeu
precisamente de axiomas ou cuja reconstru¢do (num determinado
momento historico) se efectua de forma axiomatica. Foi nesta direc¢do
que se desenvolveu o trabalho inicial de Giuseppe Peano -
contemporaneo do BS de Frege — mas, também e principalmente, de
Hilbert. Nesta situagdo e tal como acontece no caso de Boole, a
obtengdo de (alguns, pelo menos) resultados ndo tem de ser concebida
como caracteristicamente l6gica. Note-se, a seguir, que os axiomas
também ocorrem em calculos (sistemas formais) na base de linguagens
formais caracteristicamente ldgicas, como seja a de Frege no BS onde
os axiomas tém a designa¢do de leis ou juizos do pensamento puro (BS,
pp- 28-29) — mas que ndo ¢ necessaria a existéncia de axiomas para se
falar de um célculo (sistema formal), nem evidentemente para se falar
numa linguagem formal caracteristicamente l6gica. Basta pensar, a este
ultimo propdsito, nos calculos (sistemas formais) na base de linguagens
formais caracteristicamente ldgicas que dispensam axiomas e que sdo
hoje dito(a)s de dedugdo natural — no seguimento do trabalho
desenvolvido por Gerhard Gentzen a partir de 1934.*

* Richard I. G. Hughes (“On First-Order Logic”, p. 276) explica a motivagdo do trabalho
de Gentzen do seguinte modo: «...if one is not a logicist and nevertheless believes that
one of the aims of formalizing logic is to make explicit the inner workings of
mathematical reasoning, then it seems inappropriate to borrow the customary form of that
reasoning to do so. Yet this is precisely what the axiomatic approach does; it presents
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Em quarto e ultimo lugar, tem de ser especificado um conjunto
(finito) de regras que ligam entre si formulas bem formadas — mas néo
necessariamente todas as formulas bem formadas — de um célculo
(sistema formal). Estas regras permitem decidir, para uma dada formula
bem formada, se ela pode ser produzida (ou derivada) a partir de um
dado conjunto de féormulas bem formadas — sendo que este conjunto ¢
nao vazio e que lhe podem pertencer um ou mais axiomas (se algum
existir): «And finally (primitive) rules of inference (or rules of
procedure) are laid down, rules according to which, from appropriate
well-formed formulas as premisses, a well-formed formula is
immediately inferred as conclusion.» A terminologia usada por Church
pode voltar a suscitar a ideia de que apenas ha calculos (sistemas
formais) caracteristicamente logicos. Um modo de evitar esta ideia
consiste em optar por falar de regras de producdo (ou derivacao) — em
vez de regras de inferéncia. O proprio Church faz, primeiro, uma
observagdo e, depois, uma nota que contribuem para afastar a ideia de
que apenas ha calculos (sistemas formais) caracteristicamente logicos.
No ambito da observagdo, Church escreve que quando se lida com um
calculo (sistema formal) — ou, mais literalmente e nesta passagem, com
um sistema ndo interpretado — «...the terms premiss, immediately infer,
conclusion have only such meaning as is conferred upon them by the
rules ... themselves.» Depois, no ambito da nota — a propdsito do
caracter imediato da produg@o (ou derivacdo) de uma formula bem
formada a partir de uma ou mais féormulas bem formadas — Church
salienta que ndo se deve pensar em inferéncias imediatas no sentido da
logica tradicional, mas sim no facto de que é requerida uma e s6 uma
aplicacdo de uma determinada regra do conjunto das regras de producao
(ou derivagdo) do calculo (sistema formal) para produzir (ou derivar)
uma outra formula bem formada.

Atendendo a tudo isto, torna-se possivel fixar mais dois pontos
terminologicos. O primeiro ponto respeita aos teoremas — que sdo
aquelas formulas bem formadas produzidas (ou derivadas) apenas a
partir de um ou mais axiomas (se algum existir). O segundo ponto

logic in Euclidean clothing. To put this another way, if we are interested in the logic
underlying Euclid’s reasoning, then, instead of providing him with more axioms, we
should look at the way he gets from one line to the next [na qual estara entdo um teorema,
de acordo com a terminologia acima referidal.» Depois, Hughes faz remontar esta
perspectiva exactamente a Gentzen, «..who turned away from the axiomatic approach
used by Frege, Russell, and Hilbert. “In contrast,” he wrote ... , “I intended to set up a
formal system which came as close as possible to actual reasoning. The result was a
calculus of natural deduction” (his emphasis).»
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respeita a produgdo (ou derivagdo) de uma formula bem formada em
geral. Neste caso fala-se, precisamente, de uma derivagéo e diz-se da(s)
formula(s) bem formada(s) sucessivamente produzida(s) (ou
derivada(s)) — pela aplicagdo de uma e s6 uma regra de produgdo (ou
derivagdo) de cada vez — que essa(s) formula(s) bem formada(s) € (sdo)
derivavel(is).” Ora, nesta altura, pode ver-se que tanto o calculo
(sistema formal) de Boole, como o calculo (sistema formal) de Frege
permitem a obtengdo de teoremas e a efectivagcdo de derivagdes — mas
que apenas no caso de Frege os teoremas e as derivagdes sdo
integralmente e sempre concebidos como caracteristicamente 16gicos.

O passo seguinte consiste em referir a existéncia de um outro
modo de pensar em linguagens formais que ¢ — pelo menos de acordo
com Church — menos pritico do que o modo de pensar atras
apresentado. Numa nota a uma passagem na qual admite o uso de “base
primitiva” (de uma linguagem formal) para falar de um calculo (sistema
formal), Church (/ntroduction to Mathematical Logic, p. 50) comega
por escrever: «An alternative, which might be thought to accord better
with the everyday use of the word “language”, would be to define a

* No que respeita a terminologia usada até este momento, Douglas R. Hofstadter (Gddel,
Escher, Bach—Lagos Eternos, pp. 38-39) observa, em primeiro lugar, a diferenga existente
entre um uso comum e o uso técnico de “teorema”: «Tais sequéncias, produzidas pelas
regras [de produgdo (ou derivagdo)] chamam-se teoremas. O termo «teoremay» tem,
evidentemente, um uso comum em matematica que difere bastante deste. Significa uma
proposi¢do em linguagem comum cuja veracidade ¢ demonstrada por uma argumentagdo
rigorosa, como o teorema de Zendo sobre a «inexisténcia» do movimento, ou o teorema
de Euclides sobre a infinidade de nimeros primos. Mas nos sistemas formais os teoremas
nd3o devem necessariamente ser concebidos como proposicdes — sdo simplesmente
sequéncias de simbolos. E, ao invés de demonstrados, os teoremas sdo simplesmente
produzidos, como se fosse por meio de maquinas, de acordo com certas regras
tipograficas. Sendo assim, ... «teorema» tera, como ¢ evidente, ndo s6 o significado
quotidiano — um teorema ¢ uma proposi¢do em linguagem comum que alguém
demonstrou —, como também o significado técnico — uma sequéncia que pode ser
produzida nalgum sistema formal.» Em segundo lugar, Hofstadter (Gddel, Escher, Bach—
Lagos Eternos, p. 39) nota que o mesmo acontece com “axioma”, «...cujo significado
técnico também difere bastante do significado usual». Note-se que este significado
técnico pode permitir contrastar os axiomas com os teoremas pelo facto de os axiomas
serem fundamentais num célculo (sistema formal) no sentido técnico de ndo poderem ser
derivados nesse calculo (sistema formal) de qualquer outra formula bem formada. Nesta
situagdo, diz-se entdo que os axiomas — ou o conjunto dos axiomas — sdo independentes,
tornando-se aceitavel a ideia de que os axiomas sdo formulas bem formadas fundamentais
(no sentido especificado que dispensa o apelo a evidéncia, tal como também a referéncia a
qualquer interpreta¢@o do calculo (sistema formal)). Em terceiro lugar, Hofstadter (Gadel,
Escher, Bach—Lagos Eternos, p. 39) observa ainda que «...a derivagdo [no ambito de um
calculo (sistema formal)] ¢ um primo austero da demonstragao».
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“language” as consisting of primitive symbols and a definition of well-
formed formula, together with an interpretation ... and to take the
axioms [se algum existir] and rules of inference as constituing a “logic”
for the language [ou, de outro modo, como constituindo a componente
dedutiva ou o aparato dedutivo (para a linguagem formal em causa)].»
Um pouco depois, surge a posi¢do do proprio Church (Introduction to
Mathematical Logic, p. 50) sobre este modo de pensar: «But we reject it
here, partly because of reluctance to change a terminology already
fairly well established, partly because the alternative terminology leads
to a twofold division in each of the subjects of syntax and semantics ...
— according as they treat of the object language alone or of the object
language together with a logic for it — which ... seems unnatural, and of
little use so far as can now be seen.»

Em primeiro lugar e no seguimento destas observagdes de Church,
pode-se ver o que ¢ uma interpretagdo — para qualquer um dos dois
modos de pensar. Uma interpretagdo ¢ uma atribui¢do de referéncia ou
de significado a simbolos primitivos de um célculo (sistema formal) ou
de uma linguagem formal — consagrando nesta ultima alternativa,
respectivamente, os modos de pensar preferido e dispensado por
Church. Nos termos em que Boole formulou o principio de invaridncia
da forma (MAL, p. 3) e falou da natureza de um verdadeiro calculo
(MAL, p. 4), importa é que uma (ou varias) interpretacdo(des) seja(m)
consistente(s) em dois sentidos: no sentido em que a(s)
interpretagao(des) conserva(m) — invariantes — certas regras (ou leis, na
terminologia de Boole) de combinagdo dos simbolos; no sentido —
adicional ao anterior — em que, se 1ssO ocorrer com varias
interpretacdes, entdo todas estas interpretagdes sdo igualmente
admissiveis. De acordo com o principio de invariancia da forma, aquilo
que Boole chamou um verdadeiro calculo ¢é, por um lado,
sintacticamente isolavel — podendo ser encarado como uma combinagao
sob determinadas regras (ou leis, como diz Boole) dos simbolos
primitivos de um calculo (sistema formal) ou de uma linguagem formal
— e, por outro lado, atendendo agora ao que Boole (George Boole —
Selected Manuscripts on Logic and its Philosophy, p. 148) chamou
condicdes de interpretagdo, semanticamente interpretavel de um modo
capaz de assegurar uma referéncia ou um significado ndo sé para os
simbolos primitivos, como para os resultados da aplicagdo das regras
(ou da conservacao da verdade das leis, na terminologia de Boole) a que
estdo sujeitos esses simbolos primitivos.

Em segundo lugar, deve-se notar que a diferenca entre os dois
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modos de pensar desaparece — ou desaparece exactamente na prdtica —
quando se trata de linguagens formais que ja sdo encaradas como
caracteristicamente 16gicas.® O uso dos termos “regras de inferéncia” ou
“regras de producdo (ou derivag@o)”, por exemplo, revela-se indiferente
— dado estar em causa uma interpretacdo (de simbolos primitivos) de
acordo com a qual uma linguagem formal estd apta a lidar com
problemas suscitados pela validade de certos raciocinios. De acordo
com o primeiro modo de pensar, a linguagem formal é uma légica
porque uma interpretagdo dos simbolos primitivos de um calculo
(sistema formal) — juntamente com os axiomas (se algum existir) e as
regras de producdo (ou derivagdo) desse calculo (sistema formal) —
permite resolver problemas suscitados pela validade de certos
raciocinios. De acordo com o segundo modo de pensar, algumas
linguagens formais #ém a logica que ¢ determinada pelos axiomas (se
algum existir) e pelas regras de inferéncia de uma outra linguagem
formal” cujos simbolos primitivos também se encontram, tal como
antes, interpretados de modo a lidar com problemas suscitados pela
validade de certos raciocinios. O ponto é o de que apenas esta outra
linguagem formal — a Unica que tem entdo cabimento pensar como
caracteristicamente logica ou, ainda, a unica linguagem formal que seria
verdadeiramente uma logica — pode ter sido elaborada a parte daquelas
linguagens formais das quais se diz ferem (mas ndo propriamente
serem) uma logica. Ora, a propria ideia de que uma logica se podia
elaborar a parte da matematica — e apenas de acordo com uma imagem
ou um modelo tal como o proporcionado por uma parte da matematica
ou pela aritmética — é exactamente aquilo que separa o modo de pensar
de Boole do modo de pensar que tera sido concretizado por Frege.

4
Embora se possa pensar num uso irrestrito do termo “validade”
para qualquer linguagem formal, o mais interessante € ver o que sucede

® Por vezes e no Ambito do segundo modo de pensar, usam-se os termos “sistema formal”
e “calculo (logico)” apenas para aquilo que, no seguimento da nota acima citada de
Church, € a logica — ou, ainda e de novo, a componente dedutiva ou o aparato dedutivo —
de uma linguagem formal.

" Mesmo que se prefiram usar os termos “sistema formal” e “célculo (16gico)” para esta
outra linguagem formal. Nesta situag@o, torna-se evidente que ha apenas calculos
(sistemas formais) logicos — embora ndo seja ainda possivel dizer, tal e qual como
acontece no primeiro modo de pensar, que todas as linguagens formais sdo
caracteristicamente l6gicas ou, ainda, que todas as linguagens formais tém uma logica
(um componente dedutivo ou um aparato dedutivo).
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quando essa linguagem formal é caracteristicamente logica. Nesta
situagdo, existe a possibilidade de considerar dois conceitos de
validade: um deles ¢ sintactico e o outro ¢ semantico — isto sem tomar
posi¢do sobre a eventual prioridade de um ou de outro dos dois
conceitos. Seja uma linguagem formal L — ou uma particular logica L —
cujas formulas bem formadas F, , ... , F. , Fa (nlJ1) representam as
premissas (F, , ..., Foi, com n[]1) e a conclusdo (F,) de um argumento.

Para explicar o conceito sintactico de validade, tem-se

() Fy, ..., Foi, F, é valido em L se e so6 se F, ¢
derivavel de F, , ..., Fo1 e dos axiomas de L (se
algum existir) de acordo com uma aplicacdo
sequencial das regras de inferéncia de L — podendo
dizer-se, neste caso, que ha uma prova (em L) de F, e
escrever-se

F] 5 eee ,Fn-l "LFn
(F. € uma consequéncia logica sintactica, em
L, de F, 5 eee s Fn.l).

No caso em que n=1, tem-se

(1.1) F ¢é valida em L — ou ¢ um teorema de L —se e
s6 se F ¢ derivavel dos axiomas de L (se algum
existir) de acordo com uma aplicagdo sequencial das
regras de inferéncia de L — escrevendo-se, neste caso,

F F
(F é um teorema de L).}

Para explicar o conceito semantico de validade, tem-se
2)Fi, ..., Foi, Fy é valido em L se e s6 se F, é

verdadeira em todas as interpretagdes em que F, , ...,
F..1 sdo verdadeiras — escrevendo-se, neste caso,

¥ Note-se que pode ainda ser estabelecido — pelo menos por comodidade de escrita — que
os axiomas de L (se algum existir) contam como teoremas de L.
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F] 5 see s Fn-l FL Fn
(F, ¢ uma consequéncia logica semantica,
emL,deF,, ..., F.).

No caso em que n=1, tem-se

(2.1) F ¢ valida em L — ou ¢ uma verdade logica de L
— se e s0 se F ¢ verdadeira em todas as interpretagdes
de L — escrevendo-se, neste caso,

L F
(F ¢é uma verdade l6gica de L).°

A ordem da explicag@o anterior pode ser invertida. Neste caso, os
conceitos sintactico e semantico de validade (para um argumento com
premissas F; , ... , F.i e conclusdao F,) sdo explicados a partir da
condicionalizagdo

a* F 0. 0F.) OF,
e conforme esta condicionalizagdo seja, respectivamente,
(1*.1)um teorema de L, . (F, I ... (1 Fy.y) O Fy,
ou

(1*.2) uma verdade logica de L, = (F, O ... 0 Fyy) O
F..

Qualquer que seja a ordem de explicagdo, a teoria da prova e a
teoria dos modelos sdo as areas no ambito das quais actualmente
ocorrem, respectivamente, a concep¢do sintictica e a concepgdo
semantica de validade — sendo que uma prova é uma derivagdao no
sentido (sintactico) atras introduzido, mas que um modelo de uma ou
mais formulas bem formadas de uma linguagem formal L ¢ uma
interpretacdio de L na qual essas formulas bem formadas sdo
verdadeiras. Certamente que esta no¢do de interpretagdo — cuja

’ Note-se que pode pretender-se que cada axioma de L (se algum existir) ¢ uma verdade
logica — e que, nesse caso, todos os teoremas de L serdo também pensados (ou pelo
menos pensados, por oposi¢ao a derivaveis) como verdades logicas.
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articulacdo completa se deve essencialmente a Alfred Tarski — é bem
mais especifica do que aquela que Boole usou, mas ela remete ainda
assim e muito claramente para a no¢do de universo de discurso que
Boole integrou na Logica. Além disso, a teoria da prova e a teoria dos
modelos tém de encarar-se precisamente como as duas partes
fundamentais da metaldgica. Nesta perspectiva, a questdo da prioridade
de um ou de outro dos dois conceitos de validade — ou, até mesmo, a
defesa da ideia de que a nogdo de consequéncia logica €, em si mesma,
apenas semantica ou apenas sintactica — ¢ uma questdo filosofica (ou da
filosofia da logica) e ndo uma questdo metaldgica (ou da metaldgica). O
ponto é o de que esta(s) questdo(des) nao podiam ser formuladas pelo
proprio Frege. A sua formulago estava-lhe vedada quer pela ideia de
auto-suficiéncia universal da sua logica, inspirada pela ideia leibniziana
de haver uma (lingua) characteristica universalis que fosse
simultaneamente um calculus ratiocinator, quer pela fixagdo de Frege
na nogao — precisamente e apenas — de prova.
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